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Petrova matematicka kucharka

Funkce

Vztah mezi proménnymi, nejcastéji u funkci jedné redlné proménné ,,y* a ,,x*“, kdy proménna ,,y*“ zavisi na ,,x*
tj. y=f(x). Zadana piedpisem, znazornéna na grafu, ptipadné tabulkou dvojic hodnot [x;y]. Aby se jednalo o
funkci, musi ke kazdému ,,x“ z definicniho oboru existovat nejvyse jedno ,,y* z oboru hodnot. Tedy nejsou
zadné body na grafu funkce ,,nad sebou* (napft. svisla ptimka neni funkce).

Defini¢ni obor funkce D(f)

Mnozina hodnot ,,x*, pro které¢ ma funkce smysl (existuje), tj. Ize tyto hodnoty do funkce dosadit tak, aby vyslo
néjaké ,y*.

Vybrané funkce, které maji Df=R
Linearni (pfimka) y=a*x+b
Kvadraticka (parabola) y=a*x*+b*x-+c

Licha odmocnina y = Vx , V= Ux apod.

Exponencialni (exponenciala) y=a* y=e*
Goniometrické y=sin x , y= cos X
Cyklometrické y=arctg x , arccotg x

Podminky pro urceni Df:
Funkce ve tvaru zlomku: jmenovatel #0

Sudad odmocnina y = \/; ;Y= {x atd. l1ze odmocnit pouze nezaporné hodnoty (x>0)
Logaritmy y=log,x ;y=Inx lze logaritmovat pouze kladné hodnoty (x>0)

Goniometrické funkce: y =tg(x) = sin(x) ;y=cotg(x)= M viz zlomky
cos(x) sin(x)
utgx:x¢(2k+1)*% keZ ucotgx: x=k*n keZ

Cyklometrické funkce: y=arcsin X resp. y=arccos X  x € <— I l>

Viz ptehled funkei.
Postup vypoctu definiéniho oboru

1) zapis jednotlivych podminek

2) vyteseni kazd¢é podminky zv1ast’ (viz. rizné moznosti feSeni rovnic ¢i nerovnic dle jejich typu, vyuziti tzv.
nulovych bodu, ur€ovani znamének v intervalech osy x pro jednotlivé vyrazy atd.)

3) jednotlivé vysledky (napt. intervaly pro ,,x*) zakreslit spole¢né na osu a urcit jejich prinik, tim stanovit
vysledny defini¢ni obor zadané funkce

Doucovani Petr Hadraba (matematika, statistika, ekonomicko matematické metody apod.), tel. 721755339,
PHadraba@seznam.cz , www.doucovanispetrem.cz



1) derimem” 0B0r  Fuskee

i oy
';{ﬂ: y)(?‘.t‘?x * Jeaniceos j;q

=3
k".} _ X é ’f
xtedx 20 X+;j0 e
F) . ,1»" *_#3 y éa
v (Xl’:f)@a X3 1220 o
g = p XA ST oy 7£ )
('Oo_ _4;-.?_}_)(-40_;03_(0_,; 5 x-Jd+x+1 20 = e
~
s 0 s P hE o
G & Lot g pore
Xg{-—oo,' -J> U(O,‘»:b) A= = X+1
A’:.-,].

IR R [

@‘1‘_ f/@ 4_”{'@

xe(-2-1) vz XE(-7 A

£

<« © =

0

7
D»{; A%

Doucovani Petr Hadraba (matematika, statistika, ekonomicko matematické metody apod.), tel. 721755339,
PHadraba@seznam.cz , www.doucovanispetrem.cz



Limita funkce

Hodnota na ose ,,y*, ke které se funkce ptiblizuje (nebo ji mize nékdy i pfimo nabyvat), pokud se ,.x* blizi ke

zvolené hodnoté ,,a%. lim f(x)=y
xX—>a

Souvislost s grafem funkce — umét z grafu poznat limitu funkce ve zvoleném bod¢ a naopak vypoctenou limitu

umet nakreslit na graf.
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Nézvy limit

¢ limita ve vlastnim bod¢ — pokud x—a je konkrétni realné ¢islo

e limita v nevlastnim bod¢ — pokud x—a je o0

= vlastni limita - pokud vysledek limity ,,y* je konkrétni realné ¢islo
= nevlastni limita - pokud vysledek limity ,,y* je o0

o oboustrannd limita - pokud se na ose x do bodu ,,a* blizime z obou stran soucasné¢ a zajima nas, jak se

funkce chova.

o jednostrannd limita - pokud se na ose x do bodu ,,a* blizime pouze z jedné strany a zajima nas, jak se

funkce chova.

Bud’ levostranna limita x—a’, kde pti dosazeni volime za ,,x* hodnotu o malinko mensi nez ,,a%,
r 7. . + v 7 e . R4 v
nebo pravostranna limita x—a" , kde pti dosazeni volime za ,,x* hodnotu o malinko véts$inez ,,a%.

Pokud se obé jednostranné limity rovnaji, méa oboustrannd limita stejnou hodnotu.
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Dle typu zadané funkce umét limity vypocitat (rizné zptisoby vypoctu. Pomoci Gprav jako vytykani, rozklad na

soucin, kraceni, spolecny jmenovatel, rizné vzorce apod.) Znat povolené operace s nekonecnem
atowo=20w0 aeR 00 + 00 = 00 — 00 — 00 = —00

a*o=400 g*(—o0)=10 aeR*(tj.alzeiOO) 0 *o0 =00

2.0 acRr 940 aek
00 0
M r v %k Y 0 o0 0 0 o0
a neurCité vyrazyoo—oo  0*c0 = — 0 1 0 00 0”.
o0

,univerzalni“ moznost vypoctu - tzv. L'Hospitalovo pravidlo

Pokud plati lim f(x) =lim g(x) =0 nebo lim f(x) = lim g(x) = too, pak lim EAC)) = lim T} pokud druha

X—a g(x) X—a g‘(x)
limita existuje. Tj. limity funkci typu0/0 €i co/oolze spocitat pomoci derivaci.

G/f' 1

2) SpoCTETE LIMTU .« POKUD poudieETE wEIAKE PRAVIDIG OVEATE
JEHO PREEDPOLLADY ,
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Asymptoty funkce

Aplikace limity. Jedna se o pfimky, ke kterym se funkce ptiblizuje, ale nedotkne se jich (resp. dotkne se jich
v nekonecnu). Mohou byt svislé (tzv. bez smérnice), vodorovné ¢i Sikmé (tzv. se smérnici). Urceni podle
zakladnich vlastnosti u funkei, nebo vypocet pomoci limit. Funkce nemiiZe mit soucasné na stejné,,casti* def.
oboru (tj. tteba pro x—0o0) Sikmou a vodorovnou asymptotu.

Postup:

1) Uréeni Df zadané funkce
2)asymptota bez smérnice (svisld): pokud ma def. obor tzv. bod(y) nespojitosti (Xo), vypocteme v ném/nich
jednostranné limity funkce f(x). Pokud alespoii jedna z jednostrannych limit v daném bodé vyjde oo ma

funkce f(x) v tomto bodé svislou asymptotu s rovnici X=Xo
3) asymptoty se smérnici (Sikmé ¢i vodorovné): pokud def. obor obsahuje + oo

vypoéteme K = lim S () JkeR g =lim f(x)—k*x

x—to0 X x—>too
Pozn.: idealni je, kdyZ limity v -oo 1 o0 vychdazi stejné. U ,,slozitéjSich® funkci mohou vyjit 1 riizné. Asymptota
pak mtze byt pouze na jedné stran¢ grafu funkce.
Pokud smérnice k#0 kromé +o , funkce ma Sikmou asymptotu s rovnici y=k*x+q
Pokud smérnice k=0, funkce ma vodorovnou asymptotu s rovnici y=q
Pokud smérnice k= +oo, funkce nemé Sikmou ani vodorovnou asymptotu

. B T S AR g
D ACTRPTOTY srAFY FUNMELE {/ﬂ'(x) = = j
Dzl V13
f - : }// et dpt | ~W 291 . 9 L Lpe
._{.VJI\L/'}/A~FJJ' "?Iﬂ'\ 3 3,_)( o {_O ,;.O
x93 -
(2;{7':?) ,
ﬂm - 2){21“3**7 B ree iy L ‘i_ =~ +0o
w5 3= -0 ~0
(3,07)

DEXSTVIE ¢ RovmilE S AL, X =3
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Lze pocitat vodorovnou asymptotu i zvlast pomoci XIEEO S (X), které musi vyjit stejné realné &islo ,,a“.

Rovnice vodorovné asymptoty je pak y=a.
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Derivace funkce

Derivace funkce je definovana limitou f"(x,) = lim —f (x) = f(x)
X—)XO x — xo

Pokud tato limita existuje, je rovna hodnoté

derivace funkce ve zvoleném bod¢ x. Lze ji tedy chapat jako zménu hodnot na ose ,,y* vi¢i zméné¢ hodnot na
ose ,,x".
Napft. zména drahy v ¢ase = rychlost. Zména rychlosti v ¢ase = zrychleni.

Ma souvislost s prubéhem funkce, protoze derivace funkce v ur¢eném bodé€ je rovna smérnici te¢ny ke grafu
funkce v tomto (tzv. te¢ném) bod¢.

Umét derivovat rtizné typy operaci s funkcemi (jednotlivé ¢leny funkce tvofi napt. soucet, rozdil, soucin, podil
¢i slozenou funkci) a rizné typy funkei (konstantni, mocninnd, exponencialni atd.) dle vzorecniku! Do
vypoctené derivace umét dosadit ur¢enou hodnotu za ,.x* a tim vypocitat hodnotu derivace funkce v bod¢ ,xo*
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Te¢na a normala

Rovnice te¢ny a normaly k funkci f(x) v bodé T[xo; f(xo)] Ize definovat napft. témito vzorci

ty—f(x)=7"(x)*(x—x,), n:y—f(x,)= *(x—xp)

I (x)

Da se pouzivat vice moznych tvart zapisu. Vychazi se také z rovnice ptimky y=k*x+q , kde ,.k* je smérnice
této ptimky a tedy z definice derivace plati f'(xo)=k. Rovnéz plati, Ze soucin smérnic dvou kolmych piimek je
roven -1 a protoze te€na a normala jsou na sebe kolmé, tak k; * k, =-1.

Zaroven plati, ze smérnice dvou rovnobéznych piimek je stejna.

Pokud zname hodnotu ,,xo*

1) vypocet f(xo)

2)vypocet f(x)

3) vypocet hodnoty f *(x¢)

4) zéapis rovnic tecny a normaly (pozor kdyz f (xg) =0)
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Pokud nezname te¢ny bod, tj. hodnotu ,,x¢“, ale napt. te€éna ma byt rovnobéZnase zadanou pFimkou p
1) vyjadiit si smérnici pfimky p k,=> smérnice tecny ki je diky rovnobé&znosti stejna
2) vypocet f(x)
3) polozime f(x) = k; a vypocet x
4) vypocet f(xo)
5) zapis rovnic tecny a ptipadné normaly
1) WAPITE RopmcE VS ‘gou TECEN KE GRAFY FURRLE f, KTEAL
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Pozor na dalsi alternativy, kdy ma byt tfeba te¢na kolma na ptimku apod. Je vhodné si nakreslit obrazek a

uvédomit si, co s ¢im je rovnobézné ¢i kolmé.
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Pouziti derivace na analyzu pribéhu funkce
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Monotonie funkce

Zda se jednd o funkci rostouct, klesajici apod. Resp. urcit intervaly z def. oboru, ve kterych je funkce
rostouci/klesajici atd. Vzdy na funkci nahlizime ,,zleva doprava®. Pokud s rostoucimi hodnotami ,.x* roste ,,y*,
jedna se o rostouci funkci. Kdyz s rostoucimi hodnotami ,,x* se ,,y* sniZuje, jednd se o klesajici funkci. Uréeni
na zakladé znalosti zdkladnich funkei a jejich parametrti, nebo vypocet pomoci derivaci.

f(x)>0-> f(x) jerostouci  (na intervalech, kde je funkce rostouci jsou i jeji teény rostouci primky, maji
tedy kladnou smérnici a proto ma funkce kladnou derivaci)

[ (x)< 0> f(x) je klesajici (na intervalech, kde je funkce klesajici jsou i jeji te¢ny klesajici pfimky, maji tedy
zapornou smernici a proto ma funkce zapornou derivaci)

f(x)=0-> stacionarni body (extrémy (lokalni MAX ¢i lokalni MIN ), nebo sedlové body)

Postup

1) urcit Df

2) vypocitat f(x)

3)z rovnice f '(x) = 0 vypocitat stacionarni bod/y (resp. jejich souradnici na ose x)

4) def. obor si zobrazit na ose x, rozdélit jej diky staciondrnim bodiim na jednotlivé intervaly a v nich zjistit,
zda ma f *(x) kladnou ¢i zapornou hodnotu

5) dle znaménka f (x) urcit v jakych intervalech je funkce f(x) rostouci resp. klesajici
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Extrémy funkce

Body, ve kterych funkce nabyva maximalni ¢i minimalni hodnoty — lokéaIni nebo globalni extrémy. Musi se
jednat o konkrétni bod (ne nekonec¢no), ktery lezi v def. oboru a funkce v ném ma konkrétni funkéni hodnotu
(opét ne nekonecno). Vypocet u zakladnich funkci dle riiznych vlastnosti, jinak na zaklad¢ derivaci.
Lokalni: LOK. MAX v bodé€ xo kdyZ f"(x,)=0a f"(x,)<0

LOK. MIN v bod¢ xo kdyz f"(x,)=0a f (x,)>0

nebo urcit podle monotonie funkce, protoze v téchto extrémech dochazi ke zméné monotonie.

U ptedchoziho piikladu je lokalni maximum v bodé¢ x = % . Ptipadné Ize jest¢ dopocitat funkéni hodnotu

f(%)zsw _(Ej +3*E+4 :\/5—5:25*\/g

v tomto bodé. tj.
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Povaha lokalnich extrémti: ostry — pokud funkce méni monotonii pouze v tomto jediném bodé

neostry — pokud se mezi klesajici a rostouci kiivkou funkce nachazi konstantni ¢ast

'l.'f_

Globalni (absolutni): nejvétsi a nejmensi hodnota (vzdy konkrétni ¢islo), které funkce nabyva (na ose y) na
stanoveném intervalu I (na ose x) (pfipadné na celém Df).
Mohou nastat v:

e Jlokalnich extrémech funkce lezicich uvnitt zadaného intervalu,
e krajnich bodech zadaného intervalu
e vnitfnich bodech intervalu, ve kterych neexistuje derivace (neni moc Casté)

Ve vsech takovych bodech se vypocte funkéni hodnota (pokud tyto body lezi v Df) a podle jejiho maxima a
minima se urci v jakém bod¢ je hledany globalni extrém funkce.

Povaha globalnich extrémi: ostry — pokud ma funkce funkéni hodnotu extrému pouze jednou (je unikatni) ;
neostry — pokud mé funkce funkéni hodnotu extrému vickrat (opakuje se)
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Zakrivenost (vypuklost) funkce
Urceni intervall z def. oboru, ve kterych se jedna o dany typ zakiivenosti kfivky funkce. Vypocet opét pomoci

vvvvvv

S (x)> 0> f(x) je konvexni (tvar U)
[ (x)< 0> f(x) je konkavni (tvar M)
/" (x)=0-> body podezielé z inflexe (inflexni body)

Postup

1) urcit Df

2) vypocitat f(x)

3) vypocitat " (x)

4) z rovnice f *'(x) = 0 vypocitat bod/y podeziel¢ z inflexe (resp. jejich souradnici na ose x)

5) def. obor si zobrazit na ose x, rozdélit jej diky vypoctenym bodiim na jednotlivé intervaly a v nich zjistit, zda
ma f (x) kladnou ¢i zapornou hodnotu

6) dle znaménka f **(x) urcit v jakych intervalech je funkce f(x) konvexni resp. konkavni
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Inflexni body

Body, ve kterych funkce méni svou zakiivenost. Podobné jako u extrémil se musi jednat o body z def. oboru
s konkrétni hodnotou na obou oséach ,,x“ 1,,y*, kterymi funkce prochazi.

U ptedchoziho piikladu je inflexni bod v bodé¢ x = —%. Ptipadné lze jesté dopocitat funkéni hodnotu v tomto

3 3 -3 -3
bodé. tj. f(-=)=—-=+arcte(Q*x——+3)=—
odé. tj. f( 2) 5 arctg( 2 ) 2

Tayloriv polynom n-tého stupné funkce f(x) v bodé x=a.  viz vzore¢nik z CZU
. “ (n
T,(x) =f(a)+%"‘(x—a)+%"‘(x—a)2 +...+f—'(a)*(x—a)"
Slouzi jako moznost aproximace zvolené funkce pomoci polynomické funkce v okoli vybraného bodu leziciho
na puvodni funkci.
Postup
1) Vypocitat f(a)
2) Postupné spocitat jednotlivé derivace funkce f(x) a jejich hodnoty v bod¢ x=a
3) Zapsat Taylortv polynom. Zjednodusit (ale zdvorky obvykle neumociiovat, pokud se a+0).

Ddale se derivace vyuzivaji v integralech, diferencialnich rovnicich atd.
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DalSi ruzné vlastnosti funkci (znalosti ze Sg)

Obor hodnot H(f) = mnozina hodnot na ose ,,y*, které funkce vytvofi. Tj. hodnoty, které mohou z funkce vyjit.

vvvvvv

limitami apod.

Priseciky funkei s osami soufadnic > body [x;0] ¢i[0;y]. Na ose x jich muze byt i vice, na ose y maximalné
jeden.

Sudost/Lichost funkce
- suda funkce je soumérna podle osy y, plati proni:  f(x) = f(—x)

- licha funkce je soumérna podle sttedu soutadnic [0;0], plati pro ni: — f(x) = f(—x)
Prostost funkce — funkce je prosta, pokud je rostouci (¢i klesajici) na celém svém Df.

Omezenost funkce — hodnota na ose y, ktera funkci omezuje (souvisi ptipadné€ s limitami, asymptotami a
oborem hodnot). Této hodnoty miize funkce konkrétné dosahnout, nebo se k ni pouze ptiblizuje. Nemutize se
jednat o + nekonecno.

- shora omezena funkce — funkce se nedostane nad né¢jakou hodnotu na ose y

- zdola omezena funkce — funkce se nedostane pod né¢jakou hodnotu na ose y

- omezena funkce — funkce, kterd je omezend shora i zdola (napf. sin x)

Inverzni funkee ( '(x) ) — existuje k funkcim prostym, s ptivodni funkeci je na grafu soumérna podle piimky
y=x (tedy osy 1. a 3. kvadrantu). Plati pro ni Df ' = Hf a opaéné Hf '=Df. Vypocet pomoci zamény proménnych
»X“a,y*“ v predpisu plivodni funkce a ndsledném vyjadieni proménné y (ptipadn€ opacné nejprve vyjadienim
proménné ,,x* a poté zaméné proménnych ,x“ a ,,y*). Vzdjemné inverzni typy funkci:

linearni < linearni

kvadratickd <> druh4d odmocnina

linearn¢ lomena < linearné lomena

exponencialni < logaritmicka

goniometrickd < cyklometricka
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Integrace funkce

opak derivace (antiderivace)

- Neurcity j f(x)dx =F(x)+c vysledkem je primitivni funkce F(x) + konstanta C
pokud by se zderivovalo zpét, vysla by opét zadana funkce

b
- Ussity - [ f(x)dx = [F(), = F(b) - F(a) = cislo
vysledkem je hodnota — pouziva se pro vypocet plochy obrazci, objemu rotacnich téles, délky kiivky apod.

Zakladni metody integrace
pro neurdity integral
- Pfima metoda — pro soucet a rozdil zékladnich funkci, dle vzorcii j f(x)£ g(x)dx = j f(x)dx =+ j g(x)dx

(obcas je tifeba vyraz nejprve vhodné€ upravit, abychom ziskali zékladni funkce, na které pouzijeme jednotlivé
vzorce pro integraci)

- Metoda per partes — pro soucin zdkladnich funkci .[ u*trv=utyv- .[ u*y

Cleny ,,u™ a ,,v* volit tak, aby dalsi integral obsahoval jednodussi vyraz nez je v zadani. Pokud je v zadani
vyraz X', snazime se jej volit jako ,,v*, abychom derivaci zmensili jeho exponent. Druhy vyraz ale musime

v takovém ptipad¢ umét integrovat (z ,,u™” vypocitat ,,u®, coz jednoduse nelze napt. u logaritmi ¢i
cyklometrickych funkei...). Nekdy je tteba pouzit tuto metodu vicekrat za sebou, také pozor na ptiklady, kde se
vypocet ,,zacykli®, tj. v prib&hu vyjde stejny integral jako v zadani.

- Metoda substituce — pro slozené funkce

. o | og)=1r | o B
[ f(g()* g (x)dx = s —d [fydt=..= F()=F(g(x))+C

Opét snaha o zjednoduseni Vyrazu ktery chceme integrovat Obvykle volime substituci za Vnitfni funkci.Po

vvvvvv

/ \ f ) )\/ A n ‘
97 | x e« "’:jj—.).;p{ " I { / s Ao
) a  Yix 7/ /\ i 7/:;

P ,LU:,,@" /
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i n PAD TE f {)(P d{L

JPER PARTETS !’y(;;,r".’ﬂ’f? 2’4&/1
e P ) o 74 G5 4(- B2 A
e ,’6 ' A -LJ /EA/ f‘{,ﬂ'//l/ -+ / 'fzj_‘f[;T " &z/’: = /L \‘ // +Z—d /’ "/;/‘ -~ =

S VAL Zf ‘
= Oix o X At 2w e e
/ ‘_‘_/’;. i —eS e O SRR %=
7

Doucovani Petr Hadraba (matematika, statistika, ekonomicko matematické metody apod.), tel. 721755339,
PHadraba@seznam.cz , www.doucovanispetrem.cz



pro urdity integral

pouzivaji se jako u neurcitych, ale ndsledné se dosazuji meze integralu pro vypocet konkrétniho ¢iselného
vysledku.

- Pfima metoda — pro soucet a rozdil zékladnich funkci, dle vzorcii

[ 1) % gx=[F(0) £ G, =[FB) £ 6B [F () £ 6(@)]

b b
- Metoda per partes — pro soucin zakladnich funkci Iu‘*v = [u * v]z — Iu *y

- Metoda substituce — pro slozené funkce

gx)=t a—>gl) | *¢ _ OB
g (x)=dt b— g(b) - .[ J(@ydt = [F(t)]g(a) = F(g(b)) - F(g(a))

g(a)

[ FlgGe)* g (x)dx =

Pokud nebudeme pocitat jako neurcity a dosazovat jednotlivé meze az do vysledné primitivni funkce F(x), je
tfeba v pripad¢ substituce pfepocitat zadané meze, aby platily pro novou proménnou ,,t*“. Ty pak lze po
integrovani rovnou dosadit za tuto novou proménnou a dopocitat vysledek.
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Vypocet obsahu plochy ohrani¢ené kiivkami (funkcemi)

Aplikace urcitého integralu. Dle vzorct.

a) Vypocet obsahu plochy ohranicené funkci f(x) a osou ,,x* na intervalu <a;b> pokud je f(x)>0 na tomto

b
S = [ f(x)dx
intervalu, tj. plocha ,,pod* funkci f(x). ¢

b) Vypocet obsahu plochy ohrani¢ené funkci f(x) a osou ,,x* na intervalu <a;b> pokud je f(x)<0 na tomto

b
S =[0- f(x)dx
intervalu, tj. plocha ,,nad* funkci f(x). a

5
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¢) Vypocet obsahu plochy ohrani¢ené funkcemi f(x) a g(x) na intervalu <a;b> pokud je f(x)>g(x) na tomto

b
§= [ /() - g(x)dx
intervalu.Tj. f(x) je ,,horni* funkce a g(x) je ,,dolni funkce. a

7

f

G/x)

flo

BT i
@ 2 %

d) Vypocet obsahu plochy ohrani¢ené vice funkcemi. Pokud neni obrazec ohrani¢en shora ¢i zdola stale stejnou

funkci, je tfeba jej rozdélit na vice ¢asti a vypocet provést vice integraly.

b c
S, =[f()-0dx S, = [g(x)-0dx
S=S]+Sz, kde a b

fuo
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Postup pokud mame 2 k¥ivky ohranicujici plochu (graf dokaze hodné pomoci)

1) Vypocet priiseciktl téchto kiivek (funkci) (resp. jejich x-ovych soufadnic). Ob¢ funkce dame vzajemné do
rovnosti. Tim ziskdme meze integralu ,,a“ a ,,b*

2) Zjisténi, kterd z kiivek ohraniuje obrazec ze shora a zdola. Vypoctem funkéni hodnoty u obou kiivek pro
libovolné€ zvolené Cislo ,,x* z intervalu (a;b). Funkce, kterd ma vétsi funkéni hodnotu ohranicuje obrazec shora.

b
3) Zapis integralu pro vypocet obsahu S¢iP = _[ "horni" funkce —"dolni" funkce dx

4) Vypocet integralu

5 & mi S oo KRk O ROLAICITY
5) O00AM ROVIunEHD OBRAZCE OHRALICEAE HO Koy kAR v

=40 & qulpie

o 2
PQJJ*EC‘!%&“ “HEE | gréert
Nor= L,)( Funieel vV S
& N
2 wAPE x=1 ¢ (o k)

o f ‘Z’Z’Y /"2 aal=7
L

0= X1 AN

0= x+f x4 s e

i A D

x0T ) o 5
&,’OL’r ,/2 42 4 20/):/2*2 1’1]://),3 )(]
P’j/\"(’\/_x)ﬂ/k: ey A

Postup pokud mame vice kiivek ohranicujici plochu (graf téméf nutny). Obvykle znamenad, Ze bude tfeba
celou plochu rozdélit na nékolik dil¢ich ploch a obsah kazdé z nich spocitat zvIast.

1) Vypocet priseciktl riiznych dvojic kiivek (funkci) (resp. jejich x-ovych soutadnic). Vzdy dvé funkce dame
vzajemné do rovnosti. Tim postupné ziskdme meze integrali ,,a“, ,,b*, ,,c* atd.

2) Zjisténi, kterd z kiivek ohranicuje obrazec ze shora a zdola. Vypoctem funkéni hodnoty u obou kiivek (z
téch, které jsme dali vzdy po dvojicich do rovnosti) pro libovolné zvolené ¢islo ,,x* z intervalu (a;b) , (b;c) atd.
Funkce, ktera ma vétsi funkéni hodnotu ohranicuje obrazec shora.

b
3) Zapis jednotlivych integralu pro vypocet obsahu S, = _[ "horni"funkce —"dolni"funkce dx atd.

4) Vypocet integralii. Jednotlivé vysledky pak secist a tim ziskat obsah celé plochy.
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Diferencialni rovnice

Diferencialni rovnice je rovnice obsahujici jak nederivované funkce/vyrazy/proménné (x a y), tak derivované
(nejcastéji derivace funkce y). ReSenim rovnice je funkce ,,y* zavisld na proménné x.K vyfeSeni je tfeba Casto
pouzit jak derivovani, tak integrovani.

Nazvoslovi (déleni rovnic)

e homogenni — pokud vSechny ¢leny obsahuji proménnou ,,y*

¢ nchomogenni — pokud néjaky ¢len neobsahuje proménnou ,,y*
Rad (stupe) diferencialni rovnice — podle toho, jaké nejvyssi derivace se v rovnici vyskytuje.

Nés budou zajimat diferencialni rovnice 1. fadu (obsahujici max. 1. derivaci y'), nebo rovnice 2. fadu
(obsahujici max. 2. derivaciy'")

Existuje spoustu metod, kterymi se daji diferencidlni rovnice fesit. Neni bohuZzel zddna univerzalni. Vhodnost
jejich pouziti zavisi na typu diferencialni rovnice.

Casté zplisoby tesSeni
1) PFima metoda

Nejjednodussi rovnice, ve kterych se vyskytuje POUZE jeden Clen s derivaci funkce y (napf. jeny' Ciy'') a
dalsi ¢leny obsahujici vyrazy s proménnou ,,x* ¢i konstanty Ize fesit metodou pfimou metodou (tedy jen
integraci vyraza s proménnou ,,x* ¢i konstantami)

Napt. u nehomogenni dif. rovnice 1. resp. 2. fadu.

y =2cosx=0
y=5x+10=0 y=2cosx
y'=5x*+10 y‘:IZCosxdx
y=J‘5x2+10dx y=2sinx+C, ,C, R

3

y=%+10x+C .CeR y=j23inx+Cldx
y=-2cosx+Cx+C, ,C,,,eR

Vyslednému feSeni se fika obecné FeSeni. Diky libovolné konstanté/konstantdm C resp.z mnoziny R je feSenim
nekone¢né mnoho funkci vzajemné posunutych po ose y.

Pokud jsou v zadéani stanoveny tzv. pocatecni podminky, napt. y(0)=6, znamena to, ze je cilem urcit jednu
konkrétni funkci ,,y*, kterd prochdzi zadanym bodem [0;6]. Je tedy tifeba vypocitat hodnotu konstanty C a
vzniklé feSeni ve tvaru y=f(x)+ hodnota C se nejCastéji nazyva partikularni FeSeni.
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Dalsi metody vhodné kdyz feSime rovnice obsahujici jiz vice Clentl s proménnymi ,,y* a jejich derivacemi.

Pro homogenni rovnici(bud jako celou homogenni ze zadani, nebo jako homogenni ¢ast nehomogenni

rovnice)

e separace promeénnych (pro difer. rovnice 1. fadu pokud jsme schopni z rovnice ,,vyseparovat® vyrazy
s proménnou ,,y* na jednu stranu a vyrazy s proménnou ,,x* na druhou stranu rovnice)

e charakteristickd rovnice (pro homogenni diferencialni rovnici prvniho i vyssiho fadu s konstantnimi
koeficienty ,.k* z mnoziny R, kterymi ndsobime derivované a nederivované ¢leny ,,y*, ve tvaru
ki*y +ko*y=0 resp. ki *y "tk *y +k;*y=0)
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2) Separace proménnych

Snazime se pomoci béznych uprav rovnice ziskat na jedné stran¢ ¢leny obsahujici ,,y* a na druhé zbyvajici
vyrazy (Cleny s ,,x“ a konstanty). A to takovym zptisobem, abychom néasledné¢ mohli obé strany rovnice
zintegrovat a tim se zbavit derivaci. VZdy ¢len ,,y “ musi byt v ¢itateli.

. d
i y — _y
Plati dx

(Y

Po provedeni integrace vyjadiime neznamou “y” a tim ziskdme homogenni feseni diferencialni rovnice (resp.
pokud se dé separaci proménnych vytesit celd nehomogenni rovnice, tak ziskdme obecné feseni).

7
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3) Charakteristicka rovnice

V homogenni dif. rovnici s konstantnimi koeficienty nahradime vyrazyy, y', y * resp. obecné

y(n)novouproménnou, nejCastéji znacenou A. A to tak, Ze A umocnime na mocninu stejnou, jako byl fad

derivace. Tedy y —A”, y'—A', y"—A?atd. Vyfesime vzniklou rovnici a dle vypoétenych kofend zapiseme
homogenni feSeni dle nasledujicich pravidel.

Pro rovnici 1. Fadu:
—C*e™ (CeR . . C e, ‘o
y= e € (ke stejnému tvaru dojdeme i pti pouziti separace proménnych)
Pro rovnici 2. Fadu:

_ % X % ,A0X
e 2 realné rizné kotfeny A;, 1, Y= Cl e +C2 e 9C1,2 €R

Ax Ax
o lredlnykoten 1> ¥=C *e” +C,*x*e”,C , R

e komplexné sdruzené kof. o= a £Bi > y=C *e™ *cos(fx)+C, *e™ *sin(fx), C,, R

Napt.

y-3y=0 y =5y +6y=0

A-3=0 AP =51+6=0

A=3 A =3 A, =2

y=C*e™ CeR y=C *e" +C,*e*™ C,eR

Reseni nehomogenni rovnice(resp. nehomogenni &asti) takové rovnice

e variace konstanty - Casto pouzivana pokud homogenni ¢ast feSime separaci proménnych, ale univerzalni
metoda vhodna na rtizné typy pravych stran dif. rovnice.

e metoda odhadu (tzv. neurcité koeficienty)— vhodna jen na urcité typy pravych stran dif. rovnic.
Konkrétng pokud prava strana obsahuje: Polynom (mnoho¢len) stupné n , exponencialni funkci e* ™
&i goniometrické funkce cos(P*x) ¢ sin(p*x). Casto pouzivana pokud homogenni &ast fesime
charakteristickou rovnici.
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4) Variace konstanty

Homogenni feSeni (tj. funkci ,,y* y=C*{(x)) obsahujici konstantu C upravime tak, Ze konstantu C zacneme
povazovat za funkci C(x). Tim ziskdme vychozi tvar nehomogenniho feseni dif. rovnice.

Takto vzniklou funkci zderivujeme a dosadime do ptivodniho zadani dif. rovnice s cilem vypocitat konkrétni
tvar funkce C(x). Po urceni funkce C(x) (je nutno urcité pouzit integraly) ziskame tedy ptesny tvar
nehomogenniho feSeni dif. rovnice y=C(x)*f(x).

A dale jiZ snadno vytvorime obecné FeSeni diferencialni rovnice jako soucet homogenniho resSeni a

nehomogenniho FeSeni.
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5) Metoda odhadu

Podle tvaru pravé strany diferencialni rovnice (nehomogenni ¢asti) odhadujeme tvar funkce ,,y*, ktery bude
nehomogennim fesenim.

Pokud je prava strana ve tvaru: P,(x) * e,

kde P,(x) je polynom stupné n (dle nejvétsiho exponentu nu ,,x™ se jedna o
konstantu x’— polynom 0. stupné ; linearni vyraz x'— polynom 1. stupng,

kvadraticky vyraz x’— polynom 2. stupné atd.)a & € R

Odhad funkce ,,y bude mit tvar: Ru(x) * ™ * x*, kde Ry(x) je polynom stupné n zapsany obecné (0. stupefi =
konstanta A, 1. stupefi = A*x+B , 2. stupeii = A*x*+B*x+C atd.) a ,.k je nasobnost hodnoty a jako kofene A
charakteristické rovnice pfislusné homogenni dif. rovnice.

Pokud je prava strana ve tvaru: Py(x) * €™ * cos(Bx) resp. Pn(x) * €™ * sin(px),

kde opét kde Py(x) je polynom stupné n (viz vyse) a a,f € R.
Odhad funkce ,,y* bude mit tvar: y = [Rn (x) *e™ *cos(fx) +Q, (x) * e™ *sin( ,Bx))]* x*, kde Ry(x) a Qu(x) jsou
polynomy stupné n zapsané obecné (viz vyse) a ,.k* je ndsobnost komplexniho ¢isla o + fi jako kotene A

charakteristické rovnice pfislusné homogenni dif. rovnice.Odhad bude mit tedy vzdy ob& goniometrické funkce,
i1 kdyz v zadani dif. rovnice se vyskytuje pouze jedna z nich.

Pozor na pripady, kdy je a=0.

Takto vytvofeny odhad funkce ,,y* poté zderivujeme ptislusnym poctem derivaci (dle fadu dif. rovnice) a
dosazujeme do celé plivodné zadané diferencialni nehomogenni rovnice. Ze vzniklé rovnice napt. s vyuZzitim
porovnavaci metody vypocteme nezndmé konstanty A, B,C atd. Jejich zjisténé hodnoty dosadime do
stanoven¢ho odhadu funkce “y* a tim ziskdme nehomogenni feseni dif. rovnice.

Obecné feseni je pak opét souctem homogenniho a nehomogenniho feSeni.
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Dale existuji napt. metody Integracni faktor; Substituce a jiné. Neni popsano v tomto materialu.

MEeli byste umét fesit: Riznymi metodami najit obecné feSeni homogenni ¢i nehomogenni diferencialni rovnice
1. nebo 2. tadu. V ptipad¢ zadanych pocate¢nich podminkach z obecného feseni urcit partikularni feseni.

Doucovani Petr Hadraba (matematika, statistika, ekonomicko matematické metody apod.), tel. 721755339,
PHadraba@seznam.cz , www.doucovanispetrem.cz



